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K を体とし,非可換な不定元 x_{1} , . . . , x_{n} を考える.ただし, K の元と各 xi は可換である.非負整数ベ
クトル  $\alpha$=($\alpha$_{1}, \ldots, $\alpha$_{n})\in \mathrm{N}_{0}^{n} に対応する不定元の巾積を
x^{ $\alpha$}=\displaystyle \frac{$\alpha$_{1}}{x_{1}\cdots x_{1}}\frac{$\alpha$_{2}}{x_{2}\cdots x_{2}}\cdots\frac{$\alpha$_{n}}{x_{n}\cdots x_{n}}
で定める.乗法が非可換であるので,一般に x^{(2,2)}=x_{1}x_{1}x_{2}x_{2}\neq x_{2}x_{2}x_{1}x_{1} である.
環 R を K‐ベクトル空間とみたとき,単項式集合 \mathcal{M}=\{x^{ $\alpha$}| $\alpha$\in \mathrm{N}_{0}^{n}\} が基底をなすならば, R を K 上
の左多項式環という.つまり, R の零でない元 f は,
f=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathrm{N}_{0}^{n}}c_{ $\alpha$}x^{ $\alpha$}
と一意に書けて (標準形) , かつ \mathcal{N}(f)=.\{ $\alpha$\in \mathrm{N}_{0}^{n}|c_{ $\alpha$}\neq 0\} は有限集合となる.このとき,通常の多項式環の
グレブナー理論と同様に,単項式集合 \mathcal{M} の指数部分は加法的半群をなし,いわゆる単項式順序(admissible
order) の概念が定まる.また,単項式順序 \prec が与えられたとき, \exp(f) =\displaystyle \max_{\prec}\mathcal{N}(f) と表すこととす
る.また, \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(f)=\mathrm{c}_{\propto \mathrm{p}(f)}x^{\exp(f)} を f のイニシャル単項式と呼ぶ.
いま,単項式順序 \prec をひとつ固定する.
定義1. 左多項式環  R が,左Poincaré‐Birkhoff‐Witt 代数であるとは,単項式順序 \prec が存在して,任






この定義から分かるように左 Poincare‐Birkhoff‐Witt 代数においては,積の順序交換によって, \exp(\cdot)
は不変である.ふたつの単項式 x_{i}吻 と x_{j^{X}i} の \exp(\cdot) が等しいことに注意すると,ある 伽 \in K が存在
して,多項式窃 i=x_{j}x_{i}-q_{ji}x_{i}x_{j} が, \exp(p_{ji})\prec\exp(x_{i}x_{j}) を満すようにできる.すなわち,関係式
x_{j}x_{i}=q_{ji^{X}i^{X}j}+pji かD \exp(pji) \prec\exp(x_{i}x_{j})
が成り立つ.逆に, n 次正方行列 Q = (q\mathrm{j}i)_{ji} \in  M_{n}(K) および P = (rg_{ji})_{ji} \in  M_{n}(R) を考えると,組
\mathcal{R}= (Q, P) が,左Poincaré‐Birkhoff‐Witt 代数の交換関係を定めている.このことを,  R=K\langle x;\mathcal{R}\rangle と
表す.
例1. 可換な不定元  x_{1} , . . . , x_{n} に対して,多項式環 K[x_{1}, . . . , x_{n}] は明らかに左 Poincaré‐Birkhoff‐Witt 代
数を与える.
例2. Weyl 代数 D_{n}=K\langle x\mathrm{i} , . . . , x_{n}, \partial_{1} , . . . , \partial_{n}\rangle は,  x_{n+i}=\partial_{i} と置けば,交換関係
x_{j}x_{i}=x_{i}x_{j}+$\delta$_{j,i+n}, (1\leq i<j\leq 2n)
を満す.したがって, \mathcal{R}=\{(1, $\delta$_{j,i+n})|1\leq i<j\leq 2n\} とするとき, D_{n}=K\langle x\mathrm{i} , . . . ,  x_{2n};\mathcal{R}\rangle が成り立つ.
左Poincaré‐Birkhoff‐Witt 代数における左イデアルのグレブナー基底を,多項式環のときと同様に定義
しよう.
定義2. 左PoincaréBirkhoff‐Witt 代数  R の左イデアル I\neq\{0\} に対して,有限集合 G\subset I\backslash \{0\} が I の
グレブナー基底であるとは,モノイデアル \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(I)=\{\exp(f) | f\in I, f\neq 0\} が, \{\exp(g) |9\in G\} で生
成されることである.
さて,左PoincaréBirkhofff‐Witt 代数の定義から分かるように,ふたつの元 f) g\in R が与えられたとき,
\exp(fg)=\exp(gf) が成り立つ.よって,適当な定数をかけることで,fg とgf の,それぞれのイニシャ
ル単項式は互いに打ち消しあう.つまり,fg— \mathrm{c}gf に現れるすべての単項式が \mathrm{i}\mathrm{n}_{\prec}(fg) よりも小さくする
ことができる.よって,次のように \mathrm{S} 多項式を定義すればよい.
命題1. 左Poincare‐Birkhoff‐Witt 代数の零でない元 f,g に対して,  $\alpha$=\exp(f) ,  $\beta$=\exp(g) ,  $\gamma$=\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{m}( $\alpha$,  $\beta$)
とおく.このとき,
S(f, g)=\displaystyle \frac{x^{ $\gamma$- $\alpha$}}{1\mathrm{c}_{\prec}(x^{ $\gamma$- $\alpha$}f)}f-\frac{x^{ $\gamma$- $\beta$}}{1\mathrm{c}_{\prec}(x^{ $\gamma$- $\beta$}g)}g





の他,計算機代数システムにおける既存の実装としては,Levandovskyy による Singularへの実装 [2] が
ある.
2 Risa/Asir への実装 (一般の場合)
まず左Poincar&Birkhofff‐Witt 代数は左多項式環であるかち,零でない元は,標準形 f=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathrm{N}_{0}}{}_{n}C_{ $\alpha$}X^{ $\alpha$}
で表すことができる.われわれの実装では左PoincaréBirkhoff‐Witt 代数の元は,,標準形で表示すると約
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束する.零元は記号 0 で表す.このことから,左Poincaré‐Birkhoff‐Witt 代数における加法は,標準形を
通常の多項式と同様に扱って,和を計算すればよいことが分かる.したがって,問題になるのは積の計算で
ある.
積の計算には, R における交換関係が必要になる.前節で述べたように,左Poincaré‐Birkhofff‐Witt 代
数  R=K\langle x;\mathcal{R}\rangle は,関係式を表す \mathcal{R}=(Q, P) によって定まるから, \mathcal{R} を環の定義として与えることがで
きる.われわれの実装では,関数yw.defineiing を用いて環を定義する.具体的には以下のような引数
をとる.
yw. definefing ([\mathrm{p}\mathrm{b}\mathrm{w}^{\prime 1}, \mathrm{X}, \mathrm{Q}, \mathrm{p}])
Xは変数集合のリストであり, Q, P は \mathcal{R} の各成分である.ただし,われわれの実装では,行列 Q, P は
対角成分よりも下の部分しか用いられない.したがって, P, Q は対角成分が 0 の下三角行列として与えて
もよい.環が定義されているとき,関数 yw.mul によって乗算を実行し,結果を標準形で返す.交換関係
\mathcal{R} から直接的には結果を得られない場合は,交換関係 \mathcal{R} を繰り返し適用して,標準形を求める.
例3. 2変数の左Poincare‐Birkhoff‐Witt 代数 R=K\langle x,  y;\mathcal{R}\rangle を以下の交換関係で定める.
 yx=xy-y+x
このとき, f=y^{2}+1, g=xy-. 1 の積 fg を計算するには,次のように入力する.
[0] import ( |  yw. rrr)$
[1] \mathrm{Q}=newmat (2, 2, [[0,0], [1,0]]) ;
[2] \mathrm{P}=newmat (2, 2, [[0,0] , [y‐x, 0]] ) ;
[3] yw. define-ring ([|\mathrm{p}\mathrm{b}\mathrm{w}'', [\mathrm{x},\mathrm{y}], \mathrm{Q}, \mathrm{p}]) ;
[4]  $\Gamma$=\mathrm{y}^{-}2+1 ;
[5] \mathrm{G}=\mathrm{x}*\mathrm{y}-1 ;




よって,Risa/Asir の組み込み関数 \mathrm{d}_{\mathrm{P}}‐ord によって,単項式順序を定義することができる.
例4. 先の例で述べた , R=K\langle x,  y;\mathcal{R}\rangle に対し,重みベクトル  w=(1,2) と置く.単項式 x^{a_{1}}y^{b}  と x^{a_{2}}y^{b_{2}}
を比較するとき,まず内積 \langle w, (a_{i}, b_{i}) ) =a_{i}+2b_{i} で比較し,tie braker として,全次数逆辞書式順序を用
いるような単項式順序を定義するには,以下のように入力すればよい.
[7] \mathrm{d}\mathrm{p} ‐ord (|\mathrm{v}=[\mathrm{x},\mathrm{y}] , order=[[\mathrm{x}, 1,\mathrm{y}, 2], [@grlex, range (\mathrm{x},\mathrm{y})]]) ;
この単項式順序のもとで,例3で与えられた左Poincar \trianglerightBirkhoff‐Witt 代数の元 fg および  f^{2} の生成
する左イデアルの簡約グレブナー基底を求めよう.
例5.
[8] \mathrm{L}= [ \mathrm{y}\mathrm{w} .mul ( $\Gamma$,\mathrm{G}) , yw.mul ( $\Gamma,\ \Gamma$) ] ;
[9] \mathrm{G}\mathrm{r}=\mathrm{y}\mathrm{w} . gr(L) ;
[x‐y, -\mathrm{x}^{-}2-1]
この結果は G=\{x-y, -x^{2}-1\} が簡約グレブナー基底であることを意味する.
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3 Risa/Asir への実装 (特別な場合)


























われわれの実装では,タイプ(1) の交換関係を記与weyl またはpartia1で,タイプ(2) を記号euler
で表す.したがって,交換関係
ts=st+s, yx=xy+1, vu=uv+1 (1)
をみたす左Poincar $\epsilon$'\succ \mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}‐Witt 代数 R=K\langle s, t, x, y, u,  v;\mathcal{R}\rangle を定義するには,
[10] yw.define‐ring ([\primeeuler  $\iota \iota$, [\mathrm{s}] , weyl, [\mathrm{x},\mathrm{u}]]) ;
と入力する.シンボル ds, dx, du でそれぞれ,変数 t, y, v が表される.この形式の定義が行われた場合,
自動的に高速な乗算プログラムが使用される.




となる. R における単項式順序を,ブロック順序 s>x, u, t , 彩, v かつ変数 x, u, t, y, v に対しては,全次数
逆辞書式順序を適用するものとしよう.このとき,左イデアル \langle f_{1}, f_{2} , f3) のでのグレブナー基底は,
4
G=\{-uv+2t, -xy+t, -v^{2}y-4st^{2}-6st-2s, -vy-2sut-2su, -v^{2}-4sxt-2sx, y+su^{2}, v+2sux\}
となる.Risa/Asir への入力は以下の通りである.
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[11] yw. define‐ring( euler , [\mathrm{s}] , weyl, [\mathrm{x},\mathrm{u}]] ) ;
{[euler, [\mathrm{s}] ,weyl, [\mathrm{x},\mathrm{u}]], [\mathrm{s}, \mathrm{x},\mathrm{u}], [0 , 3,3], [0, 0, 0] , [ds,dx,du], [\mathrm{s}, \mathrm{x},\mathrm{u} , ds, dx,du]}
[12] \mathrm{L} = [\mathrm{x}*\mathrm{u}^{-}2*\mathrm{s} + ds, \mathrm{u}^{-}2*\mathrm{s} + dx, 2*\mathrm{x}*\mathrm{u}*\mathrm{s} + du]$
[13] \mathrm{V}=\mathrm{y}\mathrm{w} . ring‐vars ()$
[14] dp‐ord (|\mathrm{v}=\mathrm{V} , order=[[\mathrm{s}, 1] , [@grlex, range (\mathrm{x},\mathrm{d}\mathrm{u} ) $
[15] \mathrm{G}r=\mathrm{y}\mathrm{w} . gr(L) ;
[ -\mathrm{u}*\mathrm{d}\mathrm{u}+2*\mathrm{d}\mathrm{s}, -\mathrm{x}*\mathrm{d}\mathrm{x}+\mathrm{d}\mathrm{s},-\mathrm{d}\mathrm{u}^{-}2*\mathrm{d}\mathrm{x}-4*\mathrm{s}*\mathrm{d}\mathrm{s}^{\rightarrow}2-6*\mathrm{s}*\mathrm{d}\mathrm{s}-2*\mathrm{s}, -\mathrm{d}\mathrm{u}*\mathrm{d}\mathrm{x}-2*\mathrm{s}*\mathrm{u}*\mathrm{d}\mathrm{s}-2*\mathrm{s}*\mathrm{u},
-\mathrm{d}\mathrm{u}^{\sim}2-4*\mathrm{s}*\mathrm{x}*\mathrm{d}\mathrm{s}-2*\mathrm{s}*\mathrm{x},\mathrm{d}\mathrm{x}+\mathrm{s}*\mathrm{u}^{-}2, \mathrm{d}\mathrm{u}+2*\mathrm{s}*\mathrm{u}*\mathrm{x}]
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